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Chapitre 5 :
Interpolation polynomiale
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Probleme de I'interpolation

@ En mathématiques, en analyse numérique, I'interpolation polynomiale est une
technique d'interpolation d’un ensemble de données ou d'une fonction par un
polynéme.

@ Etant donné un ensemble de points (obtenu, par exemple, a la suite d'une
expérience), on cherche un polynéme qui passe par tous ces points.

© Approcher une fonction f consiste a la remplacer par une autre fonction g
dont la forme est plus simple et dont on peut se servir a la place de f.

@ L'approximation a pour but de remplacer f par une fonction plus simple en
vue d'un calcul numérique d'intégrale ou de dérivée. De plus, le but est
d'avoir une représentation synthétique de données expérimentales (dont le
nombre peut &tre tres élevé).
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Approximation de fonctions

 Soit une fonction f (inconnue explicitement)
— connue seulement en certains points X,,X;...X,
— ou evaluable par un calcul colteux.
e Principe :
— représenter f par une fonction simple, facile a évaluer

e Probleme:
— 1l existe une infinité de solutions !
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Approximation de fonctions

e |l faut se restreindre a une famille de fonctions
— polynOGmes,
— exponentielles,
— fonctions trigonometriques...
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Quelques méthodes d'approximation

& Interpolation polynomiale A

— polynémes de degre au plus n
* polyndmes de Lagrange
o differences finies de Newton

* Interpolation par splines
\ — polyndmes par morceaux

 Interpolation d'Hermite
— Informations sur les dérivées de la fonction a approcher
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Théoreme d’approximation de Weierstrass

soit f une fonction définie et continue sur I intervalle&a, b]‘

Alors, e >0, il existe un polyndme P(x), définit sur |a,b] tel que:
f(x)-P()|<e  Ox0O[a,b] f(X)+€
/P(X)
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plus &, est petit,
plus I'ordre du polynomeest grand
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Interpolation polynomiale

* Le probleme : les données, la solution recherchee

(X0, Yo = F (X))o (X5, Vi = F 06D )oees (X5, i = F(X7))
P(x) tel que P(x;) = f(x;),1 =0,n

» mauvaise solution : resoudre le systeme linéaire

Px)=Yax' = Va=y V : matrice de Vandermonde
=0

 la combinaison linéaire de polynomes est un polynome
P(x) = yoRy(X) +...+ ;B (X) + Yy, P, (x)
telque B(x) =1 et B(x;)=0 J#I

ainsi P(x;) = YoRo (X)) +...+ y;P (%) + ¥, B, (X)
! ! !
0 1 0



Interpolation polynomiale : Lagrange

e Théoreme
— Soient n+1 points distincts x; réels et n+1 réels y,,
Il existe un unique polynome p 1 P, tel que
p(x;) =y; pouri=0an
démonstration

— Constructionde p:  P(x)=> y;Li(x)

1=0

avec L; polyndme de Lagrange | (x)= Il! .(X _ XJ’)

I= % = ;)

— Proprietes de L; |
« Likx)=1

. Lx)=0 (j #i)

L est un polynébme d’ordre n



Lagrange : exemple n°1

e Exemple avec n=1
— 0N connait 2 points (X,,Y,) et (X4,Y,)
— on cherche la droite y=ax+b (polyndme de degre 1)

qui passe par les 2 points : s
*Yo=aXtbh a=(Yo-Y) /(X -X%p) Yy
ey, =ax;+b b= (XY~ X Yo) ! (Xo-Xy) /
y
B y:yo_y1X+Xoy1_X1yo /OXO Xl’
Xo =X Xo = %1

X — X X — X X — X X — X

Y=Yy Y = Yy Y

X, — X, X, — X, X, = X, X, — X,



Lagrange : exemple n°2

e Exemple avec n=2
— on connait 3 points (0,1), (2,5) et (4,17)
— polyndmes de Lagrange associes :

Lo =02ty )2 e2)

=




Lagrange : exemple n°2

— calcul du polyndéme d'interpolation

* PX)=Lo(x) + 5 Ly(x) + 17 Ly(x)

 en simplifiant, on trouve p(x)=x>+1
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Lagrange : I’algorithme

Fonction y = lagrange(x,x;,y;)

pouri=1jusqu'an
pour j =1jusqu'an, j #I;
X=X (J)
| Xi (1) =% (J)
fait

Y < y+y
fait

I*

Complexité du calcul : n?
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Lagrange : exemple n°3

o Exemple avec n=2 (fonction a approcher yfex)
— on connait 3 points (0,1), (2,7.3891) et (4,54.5982)
— Polyndme d'interpolation
* p(x) =Ly(x) + 7.3891 L,(x) + 54.5982 L,(x)

60
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Lagrange : exemple n°3

— Erreur d'interpolation e(x) = f(x) - p(x)
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Lagrange : erreur d'interpolation

e Théoreme:

— si fest n+1 dérivable sur [a,b], O x O [a,b], notons :
* | le plus petit intervalle fermeé contenant x et les x.
° ﬂX):(X'XO)(X'Xl)...(X'Xn) ) f (n+1) (5)

— alors, il existe 01 tel que  e(x) = (1) @)

— NB : édepend de x

 Utilite = on controle I’erreur d’approximation donc
la qualité de I"approximation
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Lagrange : choix de n

o Supposons que I'on possede un nb éleve de points pour
approcher f ... faut-1l tous les utiliser ?

— (calculs lourds)

» Methode de Neville :
— 0N augmente progressivement n
— on calcule des L; de maniere réecursive

— on arréte des que l'erreur est inférieure a un seuil
(d’ou I’utilité du calcul de I’erreur)
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La methode de Neuville
Définition
P m (x) polyndmede Lagrange calculésur

mllm2 -----

les k points (xml, Y, ) (sz ' Yim, ) (ka , ymk)

X = X;
Démonstration
P(x)=10x);P(x;) =1(x;) et P(x)="1(x)

Application systématique  Q;; = P_ji—js..i,
Xo Fo=Qup
X P =Qp Ri1=Qy
Xo P,=Qp0 R2=Qu1 Fo12=0Q5,
X3 P3=Qs0 P3=Qs1 PR3=Qs, Foios=Qs3
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L_’algorithme de Neuville

Fonction y = Neuville(X,x:,y:)

pouri=1jusqu'an
] Q(l,O) ‘_ yi (I)
fait
pouri=1jusqu'an
pour j =1jusqu'ai

oG - K= D)QG 1)~ (=% ())QGi -1 -1)
fait % (1) =% (- 1)

] y < Q(n’n)
fait

Complexité du calcul : n?
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Interpolation polynomiale : Newton

e Polynomes de Newton :
— base = {1, (x-Xg), (X-X)(X-X1), .., (X-Xp)(X-Xy)...(X-X;.1) }

— on peut ré-écrire p(x) :
P(X)=ay + a;(X-Xp) + Ay(X-Xg)(X-Xy)+ ...+ &, (X-Xp) (X-Xy)... (X-X, 1)

— calcul des a, : méthode des différences divisées
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Newton : différences divisées

e Définition :

— Soit une fonction f dont on connait les valeurs en des points
distincts a, b, c, ...

— On appelle différence divisée d’ordre 0, 1, 2,...,n
les expressions definies par récurrence sur I’ordre k :

— k=0
- k=1
— k=2

f
f
f

a] =1(a)
ab] =(f[b]-fla])/(b-a)

a,bc]=(flac]-f[ab])/(c-b)

f[X,a,b] = (f[X,b]-f[X.a])/(b-a)
a[IX, b X, a#b
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Newton : différences divisées

e Théoremes:

— détermination des coefficients de p(x) dans la base de
Newton :

f [Xgs Xpo-- X ] =8, avec k=0...n

— erreur d'interpolation :

e(xX) =T [Xgs Xq,---» Xy X] @AX)
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Newton : différences divisées

 Calcul pratique des coefficients :

% fm q
x| FIx1 )] (FlXo Xd ) a,
[_Xz} F[x, U [Xy, %] J fﬁo’ X1, X,

f s Xnzo Yot | [, a,
Xn f [Xn] f [Xn-l’ Xn] f [Xn-2’ Xn-1: Xn] ‘f [XO’ ""t Xn]



Newton : exemple

e (ex.n°2):n=2 (0,1), (2,5) et (4,17)

g
0 | f xJ€L)

2 | f[x]=5 f [Xor X{] a
=(1-5)/(0-252)

4 | f[X1=217 || f[xq, %] f [Xo» Xq, X5] a,
=(5-17)/(2-8)=6 | = (2-6)/(0-4)@

p(X)=1+ 2x + Xx(x-2) (et on retombe sur p(x) = 1 + x?)
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Newton : I’algorithme

Fonction a = Newton(x;,y:)

pouri=1jusqu'an
FG,0) < yi()
fait
pouri=1jusqu'an
pour j=1jusqu'al
. F>Gi,j-1)-F(@-1j-1
Fij) < T =RI-1)=1)

_ X (1) =% (1= J)
fait

fait
pouri=1jusqu'an

a(i) « F(n,i)
fait

Complexité du calcul : n?
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