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Exercice 1: (Décomposition LU)
Soit a un parameétre réel et soient les matrices A,, P et le vecteur b définis par:

2 4 1 100 0
Ae=|a -2 =1 |, P=[0o0 1], b= —3/2
2 3 2 01 0 1

—_

. A quelle condition sur «, la matrice A, est inversible?

2. A quelle condition sur «, la matrice A, admet-elle une décomposition LU (sans pivot)?
3. Soit « = —1. Calculer, si elle existe, la décomposition LU de la matrice M = PA,,.
4. Soit a = —1. Résoudre le systéme linéaire Ax = b en résolvant le systéme linéaire Mz = Pb.

Exercice 2: (Norme d’ordre p)
n
L’objectif de cet exercice est de montrer que, pour tout p € [1,4o00[, ||[v][, = (Z|Uz|p>; est une
norme. =
1. Montrer que ||.||1 est une norme.

2. En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, montrer que pour tous «, 8 > 0,

aP q
aff < — 4 —.
p q
1 1
ou q est tel que — + — = 1.
p q
- 11
3. En déduire que » |uvi| < [|ul|p]|v]]q, toujours avec — + — = 1.
Z L p q p q

i=1
4. Montrer alors que ||u + v||, < [|ullp + [|v]]q-

(Remarque: On utilisera la relation: (Ju;| + [v;|)? = |wi|(Jus] + |vs))P~1 + Jvg| (ui| + v )P~1).

Exercice 3: (Conditionnement Conds(.))
Soit @ € R* et considérons les matrices carrées de dimension n > 3:

B _x
(6% 0 —Q o o o
. _1 .
A= , B = o
a —a : é _
—« —a —« 0 Oiy ﬁ
« Q Q

1. Calculer «v et 8 pour que B soit l'inverse de A.



2. Calculer le conditionnement Conds(A) en fonction de n et en calculer la limite pour n qui tend
vers l'infini.

Exercice 4: (Méthodes itératives Vs méthodes directes)
Soit les systémes linéaires suivants:

4x1 + 3z + 33 = 10,
3x1 + 4z + 333 = 10, (1)
3x1 + 3z 4 4x3 = 10,

4x1 4+ 29 + x3 = 6,
z1 +4x9 + 23 = 6, (2)
T1 + x9 + 43 = 6.

1. Rappeler une condition suffisante de convergence pour les méthodes de JACOBI et de GAUSS-
SEIDEL. Rappeler une autre condition suffisante de convergence pour la méthode de GAUSS-
SEIDEL (mais non pour la méthode de JACOBI). Les systémes (1) et (2) vérifient-ils ces
conditions?

2. Ecrire les méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL pour ces deux systémes linéaires.

3. On illustrera les résultats théoriques de convergence/non-convergence de ces deux schémas en
prenant comme point de départ le vecteur (z1,z2,23) = (0,0,0) et en calculant les 3 premiers
itérés:

(a) avec la méthode de JACOBI pour le systeme (1),

(b) avec la méthode de GAUSS-SEIDEL pour le systéme (1),

(c) avec la méthode de JACOBI pour le systeme (2),

(d) avec la méthode de GAUSS-SEIDEL pour le systéme (2),

(e) On comparera le résultat obtenu avec la solution exacte (qu’on calculera & 1'aide de la

méthode d’élimination de GAUSS).

Exercice 5: (Méthodes itératives Vs méthodes directes)
Soit le systéme linéaire suivant:

6 1 1 1 12
2 40 T2 | = 0
1 2 6 3 6

1. Approcher la solution avec la méthode de JACOBI avec 3 itérations & partir de 20 = (2,2,2).

2. Approcher la solution avec la méthode de GAUSS-SEIDEL avec 3 itérations a partir de 20 =
(2,2,2).

3. Résoudre les systémes linéaires par la méthode d’élimination de GAUSS.
4. Factoriser la matrice A (sans utiliser la technique du pivot) et résoudre les systémes linéaires.

Exercice 6: (Méthodes itératives Vs méthode du gradient)
Calculer la premiére itération des méthodes de JACOBI, GAUSS-SEIDEL et du gradient précondi-
tionné (ou le préconditionneur est la diagonale de A) pour le systéme:

201 +x0 =1,
r1 + 3x9 =0,

avec 20 = (1,1/2)7.



